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背景



ランダム部分集合の確率モデル：動機

全体集合からの多様なアイテムの生起を確率的にモデル化したい

格子点上の超一様サンプル

検索クエリからの多様な画像サジェスト

共起しやすい／しにくいアイテムの組合せを考慮できればよい

画像はそれぞれ [1]より引用． 3



行列式点過程

行列式点過程 (DPP; Determinantal Point Processes)

有限集合 Y = {1, 2, … , 𝑁}とその部分集合A ⊆ Y に対し，
行列式点過程が定める尤度関数は

𝑃(A|𝑳) =
det([𝑳]A)

det(𝑳 + 𝑰)

と表される．

ここで𝑳 ∈ 𝕊𝑁
+ について，[𝑳]A = (𝐿𝑖𝑗)𝑖,𝑗∈A ∈ 𝕊|A|

+ はAの
要素によって定められる𝑳の主部分行列．

∠ 行列式によってアイテム間の共起・斥力が表現される
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行列式点過程の学習

DPPの学習法はパラメータ𝑳の構造により 3種類に大別

• フルランク

∠ EM [2]，不動点アルゴリズム [3]

• 低ランク

∠ 勾配ベース最適化 [4, 5]

• その他の構造

∠ クロネッカー積に分解 [6]，対角 +特殊な低ランク構造 [7]

計算量削減のため低ランク性や特殊な構造が𝑳に仮定される
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行列式点過程の学習：フルランク

小中規模の問題はできれば𝑳に余計な制約を与えず済ませたい

例：DPPの適用可能性を調べる予備実験

∠ フルランク DPPの学習

• EM [Gillenwater et al., 2014]

• Stiefel多様体上での最適化が必要．複雑で不安定

• 不動点アルゴリズム [Mariet and Sra, 2015]

• シンプルだがハイパラを動かし加速させると収束が無保証

∠ 安定・高速・シンプルな DPPの学習則を考える
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提案手法



平均対数尤度と方針

平均対数尤度

𝑓(𝑳) =
1
𝑀

𝑀
∑
𝑚=1

log det([𝑳]A𝑚
) − log det(𝑳 + 𝑰)

をMMアルゴリズムで最大化．つまり任意の𝑳, 𝑳(𝑡) ⪰ 0に対し

• 𝑓(𝑳) ≥ 𝑔(𝑳|𝑳(𝑡))
• 𝑓(𝑳(𝑡)) = 𝑔(𝑳(𝑡)|𝑳(𝑡))

が成り立つminorizer 𝑔(⋅|𝑳(𝑡))を設計して代理関数とし，繰り返
し最大化を行う：

𝑳(𝑡+1) = arg max
𝑳⪰0

𝑔(𝑳|𝑳(𝑡))
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MMアルゴリズム

MMアルゴリズムの概要図
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MMアルゴリズム
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MMアルゴリズム
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minorizerの設計

結果として，平均対数尤度 𝑓(𝑳)のminorizerとして次を得る：

行列式点過程のためのminorizer

𝑔(𝑳|𝑳(𝑡)) = −
1
𝑀

𝑀
∑
𝑚=1

tr{𝑳(𝑡)𝑼⊤
A𝑚

[𝑳(𝑡)]−1
A𝑚

𝑼A𝑚
𝑳(𝑡)𝑳−1}

− tr{(𝑳(𝑡) + 𝑰)−1𝑳} + const.

ここで𝑼A𝑚
は𝑁次単位行列からA𝑚の要素に対応する行のみを

残した |A𝑚| × 𝑁バイナリ行列．

∠ [𝑳]A = 𝑼A𝑳𝑼⊤
Aと書ける

 𝑔(𝑳|𝑳(𝑡))は凹関数
9



minorizerの最大化

minorizer 𝑔(𝑳|𝑳(𝑡))の最大化は，一次の最適性条件から

−𝑳(𝑳(𝑡) + 𝑰)−1𝑳 + 𝑸(𝑡)
𝑀 = 𝑶

𝑸(𝑡)
𝑀 = 𝑳(𝑡) (

1
𝑀

𝑀
∑
𝑚=1

𝑼⊤
A𝑚

[𝑳(𝑡)]−1
A𝑚

𝑼A𝑚
) 𝑳(𝑡)

を満たす𝑳を求めるという問題に帰着

これは CARE1という二次の行列方程式の特殊形

∠  Schur methodなどによりO(𝑁3)で数値的に解ける

提案法ではこの CAREを繰り返し解いて𝑳の最尤推定値を得る
1continuous algebraic Riccati equation.
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既存法との関連



既存法とMMアルゴリズム

Mariet and Sra (2015)は不動点アルゴリズムとして更新則

𝑳(𝑡+1) = 𝑳(𝑡) + 𝑳(𝑡) (
1
𝑀

𝑀
∑
𝑚

𝑼⊤
A𝑚

[𝑳(𝑡)]−1
A𝑚

𝑼A𝑚
− (𝑳(𝑡) + 𝑰)−1) 𝑳(𝑡)

を導いているが，実はこれはminorizerを

ℎ(𝑳|𝑳(𝑡)) = −
1
𝑀

𝑀
∑
𝑚=1

tr{𝑳(𝑡)𝑼⊤
A𝑚

[𝑳(𝑡)]−1
A𝑚

𝑼A𝑚
𝑳(𝑡)𝑳−1}

− log det(𝑳) − tr{(𝑳(𝑡) + 𝑰)−1𝑳−1𝑳(𝑡)} + const.

なる非凹関数とおいたMMアルゴリズムとみなせる．

∠  minorizerの最適性は必ずしも保証されない
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既存法と提案法の関連

提案法と既存法の関連

𝑳(𝑡)近傍の𝑳に対して，𝑔(𝑳|𝑳(𝑡)) ≥ ℎ(𝑳|𝑳(𝑡)).

𝑳(𝑡) 近傍 𝑳(𝑡) 非近傍

 提案minorizerは局所的にタイト
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実験



実験：toy data

𝑳∗ = 𝑽 ∗𝑽 ∗⊤, 𝑣∗
𝑖𝑗 ∼ U(0, 10/𝑁)から𝑀個のサンプルを生成

𝑁 = 32, 𝑀 = 2,500 𝑁 = 32, 𝑀 = 10,000 𝑁 = 128, 𝑀 = 2,500

（上段）Wishart分布から初期化，（下段）一様分布から初期化．
青線：不動点アルゴリズム，橙線：Adam，緑線：提案法． 13
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𝑁 = 32, 𝑀 = 2,500 𝑁 = 32, 𝑀 = 10,000 𝑁 = 128, 𝑀 = 2,500

（上段）Wishart分布から初期化，（下段）一様分布から初期化．
青線：不動点アルゴリズム，橙線：Adam，緑線：提案法．

 提案法は高速かつ安定して収束
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実験：Nottinghamデータセット

フォーク音楽における各鍵盤の打鍵データ (𝑁 = 88, �̄� = 6,182)

WISHART BASIC
Method Log-likelihood Runtime (s) Log-likelihood Runtime (s)

FP −8.30 ± 0.22 46.58 ± 3.66 −10.14 ± 0.28 37.26 ± 7.47
Adam −7.98 ± 0.76 29.36 ± 8.28 −8.89 ± 2.96 29.00 ± 11.91
MM −9.51 ± 0.25 24.27 ± 6.66 −9.59 ± 0.22 21.56 ± 4.24

（左）Wishart分布で初期化，（右）一様分布で初期化．緑線が提案法．
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（左）Wishart分布で初期化，（右）一様分布で初期化．緑線が提案法．

 単調性が仇となり局所解にトラップされることも
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実験：Amazon Baby Registryデータセット

育児関連商品についての欲しいものリスト内の商品を 13のカテゴ
リに細分化 ( ̄𝑁 = 71, �̄� = 8,585)

各カテゴリに対する計算時間．緑が提案法． 15



実験：Amazon Baby Registryデータセット

育児関連商品についての欲しいものリスト内の商品を 13のカテゴ
リに細分化 ( ̄𝑁 = 71, �̄� = 8,585)

各カテゴリに対する計算時間．緑が提案法．

 多くの場合で提案法が最も高速
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むすび



むすび

フルランク行列式点過程のための学習アルゴリズムを提案

• 収束速度に優れ，安定で実装も容易2かつハイパラフリー

∠ MMの性質からアルゴリズムの単調性なども言える

• 局所的に既存法よりタイトなminorizerを与えた

• 最新の結果：実は更新則を一般化して学習を加速できる

∠ 単調性は損なわれるが，学習曲線の立ち上がりが改善

2CAREのソルバは多くのプログラミング言語で利用できる．
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